SERIES TEMPORALES
AJUSTE MINIMO CUADRATICO

1.- Modelo Lineal.

Supuesta una serie temporal de n términos (pares consecutivos de valores
tiempo-ventas), en la que las ventas se hacen funcion del tiempo, de forma que
V = f(t), consideraremos la posibilidad de modelizar dicha relacion mediante
una expresion lineal en la que cada observacién de la serie sera el resultado de
afadir, al valor que de dicha expresion lineal nos resulta para cada valor del
tiempo, una variable residual que denominaremos error. Es decir que:

V.=a+bt +e v 1<i<n

Graficamente podriamos representarlo por:
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Mediante la aplicacion del ajuste de regresion minimo cuadratica, se buscan los
valores de a y b que minimizan el sumatorio de los errores al cuadrado.
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Para ello, sabiendo que

n
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Derivando respecto de a y de b e igualando a cero, se obtiene que los valores
gue cumplen con nuestro propdsito de minimizar el sumatorio de los errores al
cuadrado son los equivalentes a:
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Es capital para poder comprender el modelo que de éste método se obtiene, el
hecho de entender que, si bien es posible obtener valores de a y b que lo
representen, no por ello dicha representacion debe ser siempre considerada
como aceptable. Es fundamental establecer un indice que nos permita
establecer si la recta obtenida por regresion representa adecuadamente a la
serie temporal que modeliza. Para ello emplearemos el coeficiente de
correlacion lineal, cuya expresion es:

Oscilando sus valores entre -1 y +1. Siendo mas 6ptimo el modelo obtenido
cuando mas se acerca en valores absolutos el valor de r a 1, y menos cuando
mas cerca esta de 0. Representando Unicamente el signo que se obtenga la
relacion directa o inversa que existe entre las variable tiempo y venta.

2.- Extensiones al modelo lineal.

El examen detallado de una serie, graficamente o analizando el valor del
coeficiente de correlacion lineal obtenido, puede llevarnos a la conclusion de
que no es adecuado el ajuste lineal. Ante ésta situacion es posible plantearse
el ajustar la serie temporal a una funcién no lineal.

De entre todos los ajustes no lineales posible, es de destacar el modelo
potencial y el modelo exponencial, cuya expresiones matematicas son
respectivamente:

V.=Qt? \ 1<i<n

V, = AE" v 1<i<n

y que son facilmente transformables en un modelo lineal mediante el empleo de
logaritmos.

2.1.- Modelo Potencial.
De la expresion anterior del modelo potencial podemos obtener que:

InV, =InQ+Y¥Int,

De forma que si realizamos la siguiente transformacién de variables



®, =InV,
A=InQ
T, =Int,

Obtendremos una nueva expresion
O, =A+¥YT Vv 1<i<n

Que se corresponde con el modelo lineal en el apartado 1 expuesto, y del que
consecuentemente se puede comprobar que:
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Siendo su correspondiente coeficiente de correlacion lineal (entre las variables
®, y T, que son las que se relacionan linealmente, y no para V, y t, cuya

relacion es potencial):

No obstante, podemos conjuntamente medir la bondad del ajuste de nuestra
serie al modelo potencial mediante el empleo del coeficiente de determinacién
general cuya expresion es:
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Donde e, se corresponde con la diferencia existente entre el valor de ventas

observado en la serie y el que se obtiene para la misma referencia temporal
con el modelo potencial obtenido.

e =V, -Qt’ v 1<i<n
El coeficiente de determinacion general tiene su rango entre 0 y 1, significando

0 que el modelo obtenido no representa en nada a la serie, y por el contrario 1
de que la representacion es perfecta.



2.2.- Modelo Exponencial.
De la expresion anterior del modelo exponencial podemos obtener que:

InV, =InA+t InE

De forma que si realizamos la siguiente transformacion de variables

@, =InV,
®=InA
I'=InE

Obtendremos una nueva expresion
O, =0 +Tt, vV 1<i<n

Que se corresponde con el modelo lineal en el apartado 1 expuesto, y del que
consecuentemente se puede comprobar que:
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Siendo su correspondiente coeficiente de correlacion lineal (entre las variables
®. y t. que son las que se relacionan linealmente, y no para V, y t. cuya

relacion es exponencial):

No obstante, podemos igualmente medir la bondad del ajuste de nuestra serie
al modelo potencial mediante el empleo del coeficiente de determinacion
general cuya expresion es:
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Donde ¢; se corresponde con la diferencia existente entre el valor de ventas

observado en la serie y el que se obtiene para la misma referencia temporal
con el modelo exponencial obtenido.

e.=V,—AEY" Vv  1<i<n

Siendo su rango entre 0 y 1, significando 0 que el modelo obtenido no
representa en nada a la serie, y por el contrario 1 de que la representacion es
perfecta. Conviene hacer notar, que este calculo del coeficiente de
determinacién general es valido siempre que el tipo de linea ajustada tenga
una derivada parcial respecto del término no factor de la variable causal e
independiente de la misma.

3.- La deflacion de las series temporales.

La exposicion ha sido desarrollada hasta éste punto sin considerar la diferencia
y efectos que produce trabajar con ventas expresadas en términos de moneda
nominal frente a moneda constante. Es evidente, que en las economias con
niveles de precios no constantes (inflacion o deflacion) cualquier variable que
se mida utilizando una misma moneda durante un periodo dilatado de tiempo
produce una distorsién en la medicion que se realiza al no estar empleando
términos de evaluacidon homogéneos.

En consecuencia es fundamental el proceder a homogeneizar la serie temporal
en cuestion refiriendo los términos de nuestras ventas a una cuantificacion en
términos de moneda constante mediante el empleo de los indices de precios al
consumo.

Para el caso de Espafia, los nimeros indices de precios al consumo que
permiten homogeneizar una serie de ventas, que se encuentra expresada en
términos nominales, mediante su deflacién, nos es ofrecida por el Instituto
Nacional de Estadistica (www.ine.es). Dichos indices se encuentran
referenciados a un afio base, y que en concreto para la estadistica
mencionada, segun se recoge en sus indicaciones, son, los anteriores a 1.992
y los actuales a 2.001.

Conocido el mencionado indice, en tantos por uno, para un periodo de tiempo
determinado, podremos homogeneizar las ventas en términos nominales de
dicho periodo dividiéndolas por el expresado indice. Ventas que se encontraran
referidas en moneda constante del afio base.

Ventas Nomin ales
IndicePrecioConsumo

VentasConstantes=

Para el caso de que se realice una prevision de ventas en funcion de modelos
gue se hayan basado en ventas medidas en términos constantes, y se quiera
conocer dicha prediccion en términos de moneda nominal, sera necesario,
multiplicar la previsién realizada en términos constante por el resultado de



multiplicar el dltimo indice conocido por la prevision de variacion de precios -en
tanto por uno- referida al periodo existente entre el Gltimo indice conocido y el
periodo de referencia sobre el que se esta realizando la prevision.

4.- Modelo de la funcion exponencial modificada.

La curva exponencial modificada tiene por ecuacion

Vi=a+w0" ¥V  1<i<n
Debiéndose cumplir la condicion de que a>0y0< @ < 1.
Siendo n el nimero de periodos que contiene la serie, el método de calculo del
modelo exige que n sea multiplo de 3. Si ello no es asi se suprimen elementos
seriales mas antiguos (que son los de menor inercia), uno o dos como maximo,

para que ésta condicion se verifique. Haciendo 4 = n/3.

A continuacion, formandose las siguientes sumas:
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S,=>V,=da+w) 0" =la+o™0——
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S; =D Vi=da+w) 0" =ia+w""0—F
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se puede comprobar que:

Ss — Sz -0 2
Sz - Sl
por lo que en consecuencia:
9252
Sz - S1

Ahora, conocido &, se puede hacer el siguiente cambio de variable

15
X =0
con lo que la ecuacion primitiva queda:

V. =a+wy, v 1<i<n



en donde se puede estimar ¢ y @ por el procedimiento expuesto en el
apartado 1, ya que se trata de la ecuacién de una recta. Pudiéndose comprobar
que:
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y donde, sus coeficientes de bondad seran los equivalentes a:

Donde ¢; se corresponde con la diferencia existente entre el valor de ventas

observado en la serie y el que se obtiene para la misma referencia temporal
con el modelo exponencial obtenido.

e=V,-—a-w0" V¥V 1<i<n

5.- El modelo logistico.

La funcion estandar del ciclo de vida de un producto se ajusta a una funcién en
forma de S con un limite asintético superior, que segun el tipo de producto,
mercado y otros condicionantes, presenta diversas variantes.

El modelo logistico clasico se basa sobre la hipétesis de que la tasa de
aumento de las ventas por unidad de tiempo es proporcional a la parte del
mercado que queda por saturar.

La expresién matematica de una de las posibles funciones logisticas que sirva
de representacion del ciclo de vida de un producto previo al desarrollo de su
fase de declive es:



donde e es el numero de Nepery &, p y x los parAmetros a estimar para que
quede definido el modelo logistico.

Trabajando con los valores reciprocos de la funcién anterior obtendremos:

l -Kt; i
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V, 1) o

y haciendo los siguientes cambios de variables:

i:Hi lzA BIB e_K:C
V, o o
la ecuacion queda
H, =A+BC" vV 1<i<n

que es la expresion de una exponencial modificada cuya estimacion por el
procedimiento de ajuste por regresién minimo-cuadratico fue objeto de estudio
en el apartado anterior.



